Capitolul 1

Surse discrete fara memorie

1.1 Breviar teoretic

1.1.1 Notiuni recapitulative de teoria probabilitatilor

Consideram un experiment aleator. Vom nota cu 2 multimea tuturor realizarilor acelui experi-
ment. Fie A un eveniment din Q. Atunci complementul siu va fi AC.
Se numeste camp de evenimente o clasa de submultimi, K, a lui {2 care respecta

urmatoarele proprietati:
1. evenimentul sigur ' € K
2. MMAe K= A°c K
3. V)JA,Be K= AUBeK

Se numeste sistem complet de evenimente {A;, Ay,..., A,} un set de evenimente A; €
K, (V)i cu proprietatile:

1. A;NA; =@ pentru i # j
2. U, Ai=F

Se numeste probabilitate o functie, P, definita pe un camp de evenimente, K, care are

proprietatile:
1. P(E)=1
2. P(A)>0,(V)Ae K
3. PLAUB)=P(A)+ P(B)daca ANB=0©
Cateva notiuni gi formule utile sunt:

e Probabilitatea unui sistem complet de evenimente. Suma probabilitatilor eveni-

mentelor, {A1, As, ..., Ay}, ce alcatuiesc sistemul complet este 1:

f:P(Ai) =1 (1.1)
=1
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e Probabilitatea conditionata P(A/B) (semnifica probabilitatea de aparitie a lui A gtiind
ca evenimentul B s-a petrecut sigur) :

P(A/B) = P(]f(;)B) = P](f(lé]';}) (1.2)

e Formula probabilititii totale (complete): dacd evenimentul B are loc in una din
ipotezele {A1, Ag, ..., Ap}, respectiv B = |J;_;(A4; N E), atunci:

P(B) =Y P(A;)P(B/A;) (1.3)
=1

e Evenimente independente - daca A gi B sunt doud evenimente independente (adica
realizarea lui A nu are nici o legatura cu realizarea lui B) atunci probabilitatea de aparitie
a evenimentului (A,B) (evenimentul ca A si B sa se petreaca simultan) este:

P(A,B)=P(A)P(B) (1.4)
e Formula lui Bayes:
pasm) = PELP 05

1.1.2 Notiuni introductive in teoria informatiei

e Informatie. Se presupune ca intr-o situatie oarecare pot avea loc N evenimente,
{A1, Ay, ..., A,}, echiprobabile (P(A;) = p = +). Prin realizarea unui eveniment se
obtine informatie. Aceasta este cu atat mai mare cu cat evenimentul este mai impreviz-
ibil, adica probabilitatea este mai mica. Atunci definitia informatiei (notata cu i) este
intuitiva:

i =—logp =log N (1.6)

Informatia este o marime pozitiva si daca logaritmul este in baza 2 atunci ea se masoara
in biti. Deoarece In marea majoritate a cazurilor se foloseste logaritmul in baza 2, acest
lucru se considera implicit si se omite specificarea bazei din scrierea curenta.

Notiunile de informatie gi incertitudine sunt duale. Incertitudinea este evaluata inainte
de de petrecerea evenimentului, In timp ce informatia este produsa de citre eveniment
deci este ulterioard acestuia. Cu cat asupra producerii unui eveniment exista mai multa
incertitudine cu atat informatia produsa este mai seminificativa. Un eveniment sigur
(probabilitate 1) nu are nici un fel de incertitudine (se stie ca se va produce) si deci nu va
aduce nici un fel de informatie suplimentara.

De exemplu sa consideram evenimentul ”la ecuator, dupa zi urmeza noaptea”. Acesta
este un eveniment aproape sigur; nu exista nici o incertitudine aici gi nu va rezulta nici o
informatie noud prin faptul ca dupa o zi va urma noaptea. Daca totusi, prin absurd, la
ecuator se va instaura ziua permanenta, evenimentul fiind foarte neobignuit, este extrem
de informativ pentru ca nu poate fi cauzat decat de modfiicari extreme, nestudiate pana
acum ale migcarii planetare.
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e Semnal — este o manifestare fizica capabila sa se propage intr-un mediu dat.

e Mesaj — este semnalul corespunzator unei realizari particulare din ansamblul de idei care
trebuie transmis.

e Sursa de informatie — este mecanismul prin care din multimea de mesaje posibile se
alege, Intr-un mod imprevizibil pentru observator, unul particular, in scopul de a fi trans-
mis.

e Canalul - reprezinta totalitatea mijloacelor destinate comunicatiei.

1.1.3 Surse discrete fara memorie

Se definesc urmatoarele notiuni:
e Simbol (litera) - elementul fundamental ireductibil care contine o informatie.
e Alfabet - totalitatea simbolurilor.
e Cuvant - o succesiune finita de simboluri.

Sursele pot fi:

e fara memorie - probabilitatea de aparitie a unui simbol la un moment de timp este inde-
pendenta de simbolurile emise precedent;

e cu memorie - probabilitatea de aparitie a unui simbol la un moment de timp depinde de
simbolurile emise precedent;

e stationare - probabilitatea de aparitie a unui simbol nu depinde de oringinea timpului;

e ergodice - surse stationare care furnizeaza siruri tipice (frecventa de aparitie a unui simbol

este egald cu probabilitatea teoretica a simbolului)

Entropia unei surse. Pentru o sursa ergodica, care are alfabetul [X] = [x122. .. x,] cu setul
de probabilitati [P;] = [p1p2 . ..pn| entropia sau informatia medie pe simbol este

H(X) ==Y pilogp; (1.7)
=1

Proprietati ale entropiei:

e Este intotdeauna pozitiva. Entropia este o medie ponderata, unde ponderile sunt proba-
bilitatile de aparitie, de cantitati de informatie (marimi care la randul lor sunt pozitive).

e entropia are valoarea maxima pentru simboluri echiprobabile:

H=Hywx&pr=p=-=py
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Debitul de informatie sau viteza de informare se defineste ca produsul dintre entropia
sursei i numarul mediu de simboluri (care este inversul duratei medii pe simbol) intr-o secunda:

Hy(X) = =& (L8)

Redundanta unei surse se definegte ca fiind diferenta intre valoarea maxima posibila a
entropiei si valoarea ei reala:

Ri(X) = Htan(X) — H(X) = logn — H(X) (L9)

Redundanta raportata la entropia maxima se numeste redundanta relativa

H(X)

S [
ps Homae (X))

=1-n (1.10)
unde cu 1 am notat eficienta sursei.
Pentru o prezentare mai detaliata a aspectelor teoretice vezi [3]

1.2 Probleme rezolvate

1. [ O sursa binara genereaza in mod independent o serie de semnale dreptunghiulare de
polaritati diferite. Dintre impulsurile generate, 60% au polaritate pozitiva, iar 40% au
polaritate negativa.

a) Care este entropia sursei ¢
b) Care este redundanta sursei ?
c) Care este eficienta sursei ?

Rezolvare:

Alfabetul sursei este: [X| = [z122] = [+—]. Acesta contine n = 2 simboluri cu setul de
probabilitati P(X) = (p1 = 0.6,p2 = 0.4)

Evident

n
2 pi=1
=1

a) Prin definitie entropia sursei este:

bit

simbol

n
H(X)=-> pilogyp; = —0.610g,0.6 — 0.41og; 0.4 = 0.971
=1

b) Petru calculul rendundantei avem nevoie de entropia maxima. Aceasta se obtine pentru
probabilitati egale sau, cu alte cuvinte, cand distributia simbolurilor este uniforma. In
acest caz, probabilitatile sunt:

1

PL=p2=...=pn=—
n

Atuncia, entropia devine maxima si este:

n
1
Hpao(X) = H(X) == —log, —
=1

bit
simbol

11 1 1 1
= —n—log, — =logyn =
n an 62
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Redundanta sursei este:
bit

R(X) = Hypaue(X) — H(X) = 0.029—
(X) (X) — H(X) bl

c) Eficienta sursei este:
H(X)

=0.971
. 0.97

77:

2. [5] Care este entropia in experimentul de aruncare cu un zar normal (avand fete echiprob-
abile)? Dar daca zarul este masluit astfel incat probabilitatea de aparitie a unei fete este
proportionald cu cifra de pe fata? Care sunt redundania si respectiv eficienta sursei de
informatie (zarul) in acest al doilea caz?

Rezolvare:

Putem vedea zarul ca fiind o sursa ce emite n = 6 simboluri, fiecare dintre ele corespun-
zatoare aparitii unei fete: [X| = [z12x023242576]

Sa consideram intai cazul zarului corect. Atunci probabiltétile simbolurilor sunt:

1 1

P1=pP2=pP3=P4s=P5=P6 = — = 7
n 6

In mod evident entropia sursei este maxima:

- bit
H(X) = Hpoo(X) = — > _pilogyp; =logyn = 2.585———
=1

Vom considera cazul cand zarul este corect. Atunci suma probabiltatilor simbolurilor

n
Zpi =1
i=1

trebuie sa fie 1:

Rezulta ca:

] 1
= —pentrut=1,...,6

S
= [Px] = [p1 = 0.048, py = 0.095, p3 = 0.143, ps = 0.19, p5 = 0.238, pg = 0.286]

pi =

Entropia sursei nu mai este maxima:

6 .
bit
H(X)=- 1 ; = 2.398
(X) ;pz 08 Pi Sl
Redundanta sursei este:
bit

X) = Hypao(X) — H(X) = 0.187—
R(X) (X) — H(X) = 0187

Eficienta sursei este:
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3. [2] O sursa discreta genereazd in mod independent n = 8 simboluri cu probabilitatile:

11111 1 1 1
PX]=|> 22—

si duratele corespunzatoare (in s):

T=1[2,2,3,3,4,4,4,4]

a) Care este debitul sursei ?
b) Care este redundanta sursei ?
c¢) Care este eficienta sursei ?

Rezolvare:
a) Pentru a calcula debitul sursei este necesar sa calculam, mai intéi, entropia sursei:

n .
bit
(X) ;pz 082 Pi = 2.75 =
Timpul mediu este:
n
T=Y pimi = 2.75s
i=1
Conform definitiei [[L8 debitul sursei este:
H(X) bit
Hy(X) = =
«(X) T simbol - s
b)Entropia maxima este
bit
H X)=H(X)=1 =3
maz(X) (X) = logy simbol
Redundanta sursei este:
bit

X) = Hpnae(X) — H(X) = 0.25—
R(X) (X) = H(X) =0.25

c) Eficienta sursei este:

H(X
n= &) o017
max
4. [}] Fie o sursa ergodica, fara memorie, al carei alfabet este [X]| = [x122...2N], generat
cu probabilitatile [Px] = [pip2...pNn]. Se numeste extensie de ordim "n" a acestei

surse, sursa ale carei simboluri sunt toate mesajele posibile formate din cate "n” litere ale

alfabetului X. Alfabetul sursei extinse [E] = [X"] = [e1,e2,...,ea] are A = N™ simboluri.

a) Pentru cazul N = 2, cu setul de probabilitati [Px] = [1,2], sd se calculeze entropia,

redundanta si eficienta sursei extinse de ordinul 2 si sa se compare cu parametri sursei
originale.

b) Pentru cazul N = 8 cu [Px] = [i,%,é,%,%,%,%,%} , sd se calculeze entropia,
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redundanta si eficienta sursei extinse de ordinul 3 si sa se compare cu cele ale sursei
originale.

Rezolvare:
Alfabetul sursei extinse este o multime de simboluri multidimensionale, de lungime N™,
indexata (regula de reindexare A unidimensionala nu este univoc standardizata si nu este

neaparat necesara in calcule numerice):
[E] = [X"] = [er, €2, ..., eal = | [wir, T - -, w3, ]
unde iy, =1,...,N,(V)k=1,...,n

Intr-un simbol al sursei extinse simbolurile din X (sursa originala) sunt emise independent
la momente diferite, consecutive, de timp de cétre sursa originala sau, simultan de catre
n replici identice dar independente ale sursei originale (replici obtinute prin clonare).

a) Particularizand cele spuse mai sus pentru N = 2 simboluri si n = 2 , obtinem o sursa

avand un alfabet cu 4 simboluri:
[E] = [X%] = [z121, 2172, 271, T272)]

sau folosind notatia compacta astfel:

X? = [wz)li = 1,255 = 1,2
Setul de probabilitati asociat este:
[Px2] = [p(z1) - p(z1), p(21) - p(22), p(22) - P(21), P(32)" (22)]
= [p1-p1,p1 - P2, P2 P1,D2 - P2

Pentru sursa originald, probabilitatile sunt: [Px] = [1, 3]. Atunci entropia este:

n .
bit
( ) ;pz ogypi = 0.8 simbol
Entropia maxima a sursei originale este:
bit
H X)=H(X)=1 =1
maz (X) (X) = loga simbol

iar redundanta ei este:
bit
simbol

R(X) = Hpaz(X) — H(X) = 0.189

Eficienta este:
_HX) _ 0.811
77 Hm(zm ‘
Pentru sursa extinsa de ordinul doi, dupa cum am aratat mai sus probabilitatile

sunt:[Pyz] = [, 1, o, 15]. Rezulta:

Entropia:
= bit
H(E)=—- E pilogy pi = 1.622—

7 simbol extins
1=
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Entropia maxima:
bit

— — n— - 1 1 .
Hma:}c(E) - H(E) = logy N = 2simbol exting

Redundanta :
bit
E)=Hpo(E) — H(E) =0. <hal avting
R(E) (E) (B)=0 377smnbol extins
Eficienta :
H(E)
-\ _08l1

b) De data aceasta vom considera o sursa cu N = 8 simboluri. Calculul entropiei, entropiei
maxime, redundantei si eficientei este analog cu cel efectuat la punctul precedent. In acest
caz, entropia este:

" bit
(X) ;p 0gy P [Chemwn
bit
Hma:l:(X) - H(X) - 10g2n - 381mb01
bit
X) = Hppau(X) — H(X) = 0.25—
R(X) (X) (X)=0 551mb01
H(X)
= =0.916
n Hmaa}

Alfabetul sursei extinse de ordinul n = 3, contine N® = 8% = 512 simboluri extinse.
Probabilitatea unui simbol extins este produsul probabilitatilor simbolurilor originale:

p(zizjzg) = pi - pj - pr unde i, j, k =1,8

Entropia sursei extinse este:

N N N

H(E)=—- Z p(xixjry)logy p(aixjry) = = 8.25
i=1 j=1 k=1

bit

simbol extins
Entropia maxima a sursei extinse este:

bit

J— n == - < - .
Hmax(E) = logy N™ = 9Simb01 extins

Redundanta :
bit
R(E) = Hmaz(E) — H(E) = 0.75 -
Eficienta :
H(E)
=7 _—0091
Hoo (E) 0.917

Daca comparam o sursa originala cu sursa extinsa de ordin n corespunzatoare, putem

concluziona urmatoarele:

e Odata cu cregterea ordinului sursei cregte si entropia. Acest fapt este natural, daca
ne gandim ca, in cazul sursei extinse, un simbol este de fapt o succesiune de simboluri
originale gi, atunci, entropia, care este informatia medie pe simbol (extins in acest
caz) cregte. Analog, entropia maxima creste si ea.
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e Redundanta cregte. De data aceasta explicatia nu se mai bazeazd pe semnificatia
marimii ci pe ordinul ei (creste valoare entropiei deci si redundanta se amplifica).
Mult mai relevant este considerarea redundantei relative.

e Eficienta creste (apropiindu-se de 1) si, simultan, redundanta relativa scade spre 0

Mai mult, se poate ardta ca pentru cazul general este valabila relatia H(X") =n - H(X)
ceea ce inseamna ca pentru o sursa extinsa de ordin suficient de mare, entropia va tinde

la +o0.

5. [6/La transmiterea a 100 de mesaje de 5 litere, litera A apare de 50 de ori gi litera B
apare de 30 de ori. Cele doud litere apar simultan (in acelasi mesaj de 10 ori). Sa se
calculeze entropiile conditionate, H(A/B) si H(B/A).

Rezolvare:

Pentru inceput trebuie calculate probabilitatile de aparitie ale fiecarei litere. Proba-
bilitatea unui eveniment se aproximeaza practic cu raportul dintre numdarul de cazuri
favorabile si numarul de cazuri totale.

Numarul de simboluri transmise este:

n = 100 mesaje - 5 simboluri = 500 mesaje

Probabilitatile de aparitie ale celor doua litere sunt:

e litera A: 50
=—=0.1
(4) 500
lit B:
e litera P(B)_Q_OOG
© 500
Probabilitatea de aparitie simultana a celor doua litere, in acelasi mesaj, este:
10
P(A,B) = — =10.02
(4,B) = 5

Dar, pe de alta parte:
P(A,B)=P(A/B)-P(B) = P(B/A) - P(A)
P(A,B) 0.02

P(A/B) = = =0.33

= PA/B) =~ 5 = 06

si
_ P(A,B) 002 _
= P(B/A) = PA) 01 =0.2
Pentru a calcula entropiile conditionate vom folosi definitia [[7
H(A/B)=—-P(A/B)log, P(A/B) — (1 — P(A/B))log(1 — P(A/B)) = 0.92381121];01
bit

H(B/A) = —P(B/A)log, P(B/A) — (1 — P(B/A))log(1 — P(B/A)) = 0.914

simbol
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6.

1.3

[7] Se considera 12 monede din care una este falsa (are o greutate diferita de a celorlalte
- mai mare sau mai mica), iar celelalte sunt egale ca greutate. Se dispune de o balantd.
Se cautda numdrul minim de cantariri §i procedura pentru a preciza care este moneda falsa.
Rezolvare:

Sa consideram aruncarea cu banul ca fiind o sursa, iar simbolul transmis constand in
aruncarea unei monede. Alfabetul acestei surse contine 12 simboluri (cele 12 monede).
Simbolurile au probabilitati egale: p; = ... = p12 = % Atunci incertitudinea cauzata de

necunoagterea monedei false, conform definitiei [L7], este:

n 12
1 1 bit
H(X)=-) piloggpi=—) 151082 75 = logy 12 = 2 + log, 3 = 3.58
i=1

simbol

=1

Aceasta incertitudine trebuie anulatd prin producerea unui eveniment care sia ne aduca
suficienta informatie. Acest eveniment consta in masurari (cantariri) cu ajutorul balantei,
de un numar suficient de ori. ”Suficent” inseamna numarul de cantariri necesar aflarii
monedei false, adica anularii incertitudinii calculate false.

Alfabetul balantei contine trei simboluri [£1,&2, &3], corespunzator inclinarii balantei in
dreapta, in stanga sau pozitiei de echilibru. In urma a k misurari vom obtine informatia
(se tine cont de faptul ca pentru masurari independente informatia este aditiva):

iBAL = k-log23: k-1.58

Intrebarea este cat ar trebui si fie k, astfel incat informatia obtinuta cu ajutorul balantei
sa fie mai mare decat entropia sursei. Adica:

ipar > H(X)

& k158 > 3.58 = ki = {

Deci cu 3 incercari putem determina moneda falsa.

Probleme propuse

[4] Intr-un proces de automatizare, o sursa genereaza in mod independent 4 nivele de
tensiune x1 = 1V, 29 = 2V, 23 = 3V, x4 = 4V. Duratele acestor nivele sunt t; =
lms, to = 0.5ms, t3 = 0.1ms, t4 = 1ms. Aceste nivele sunt generate cu probabilitatilep; =
%, Do = i, p3 = %, Py = %. Dupa o succesiune de 4 simboluri, sursa se dezactiveaza (emite
nivelul 0 V) cu durata de 15 ms.

a) Care este debitul de informatie al sursei ? (cu pauza si fara pauza !)

b) Care este tensiunea medie ?

[4] O imagine TV alb-negru este descompusa in 625 linii orizontale, compuse fiecare din 625
puncte ale caror intensitati luminoase corespund imaginii reprezentate. Aceste intensitati
sunt cuantificate uniform pe 256 nivele (de gri) echiprobabile. Se considera ca intensitatile
luminoase ale punctelor sunt independente si ca se transmit 25 de imagini pe secunda,
independente.

a) Care este debitul de informatie al sursei de imagini?
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b) Care este redundanta ce apare dacé probabilitatea ca semnalul sa se afle in jumatatea
superioara nu mai este 0.5 ci 0.3 7 (Se considera ca intervalele de cuantificare in jumatatea
superioara sunt echiprobabile si ci cele ce corespund jumatatii inferioare sunt de asemenea
echiprobabile).

3. [8] Sa se calculeze entropia maxima a unui sistem in cazul in care acesta este constituit
astfel nct:
a) are E=2 elemente a cate S=2 stari posibile;
b) are E=3 elemente a cate S=4 stari posibile;
c) are E=4 elemente a cate S=3 stari posibile;
4. [8] Se considera o sursa care emite doua simboluri cu probabilitatile py = p i po =1 — p.

Sa se reprezinte grafic entropia sursei in functie de p si sa se interpreteze rezultatul.

. Se considera o sursa care emite doua simboluri cu probabilitatile p; si p2. Sa se calculeze

entropia sursei extinse de ordinul 2.

. Se considera experimentul ce constd din extragerea unei carti dintr-un pachet de 52 de

cartti de joc, ca reprezentand o sursa discreta fara memorie dupa fiecare extragere cartea
se pune la loc.

a) Care este informatia proprie a unei carti de joc alese la intaplare?

b) Dar daca se ignora culorile (alfabetul contine 13 simboluri)?
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