Capitolul 4

Codarea surselor

Codarea este operatia prin care simbolurilor unei surse (denumite sursa primara) i se atageaza
cuvinte de cod forméand o noua sursa de numita sursa secundara. Ideea de baza a codarii este
ca entropia sursei secundare va fi mai mare decat cea a sursei primare sau altfel spus se reduc,
chiar anuleaza, redundanta sursei primare.

Un cod bun va incerca sa atribuie unui simbol cu probabilitatea o lungime a cuvantului de
cod mica (se repeta des deci aici se poate face economie), iar celor cu probabilitate mare cuvinte
mai lungi (sunt rare deci pierderile sunt mai mici).

Un exemplu foate des folosit este codul Lempel-Ziv-Welch care sta la baza programelor de
tip WinRar, WinZip; rezultatul unei asemenea codarii duce la compresia fisierelor si deci la

economisirea spatiului pe un disc de stocare a informatiei.

Mai departe vom formaliza cele spuse In alineatul precedent. Ne vom restrange considera
numai cazul surselor fara memorie.

Sursa primara are alfabetul de lungime N :
[S] = [s1,82,---5N]

cu setul de probabilitati:
[Ps] = [p(s1),p(s2), ... p(sn)]

Sursa secundara este caracterizata de alfabetul (de lungime D, D < N):
[(X] = [z1,22,...2D]

Cu aceste simboluri se formeaza cuvinte de cod. Fiecarui simbol al sursei i se atageaza un cuvant
de cod. Totalitatea cuvintelor formeaza codul.

Ne intereseaza numai codurile unic decodabile adica acele coduri unde unei secvente a
cuvintelor de cod 1i corespunde o unica succesiune de simboluri ale sursei.

Exemple:

1. Fie o sursa cu 4 simboluri: s1, s2, 83, 4. Acestora le corespund cuvintelor de cod provenite
dintr-un alfabet binar : s — 00,s9 — 01,s3 — 10,s4 — 11 Acesta este un cod unic
decodabil, pentru ca orice secventa de cuvinte de cod s-ar considera decodarea este simpla:
se grupeaza doi cate bitii; fiecare grup are o singura corespondenta in simbolurile sursei.
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2. Fie o sursa cu 4 simboluri: sy, $o,3,584. Corespondenta este: s; — 0,80 — 1,83 —
00, s4 — 11. Acesta nu este un cod unic decodabil pentru ca unei secvente de tipul : 0011
ii poate corespunde secventa s1s15989 sau secventa s3s4. Deci nu avem informatie certa la
iegirea decodorului.

Mai mult decat atat, in practica se folosesc coduri instantanee sau ireductibile. Acestea
sunt acele coduri care respecta proprietatea de prefix (nici un cuvant de cod nu este prefixul
altui cuvant). Un exemplu de cod reductibil este:

s1 — 0,89 — 01,53 — 011,84 — 0111

Acesta este un cod unic decodabil pentru ca orice cuvant de cod incepe cu 0. Nu este un
cod instantaneu pentru ca la o secventa de tipul 01 nu se poate decide ce simbol a fost transmis
si trebuie sa se agtepte bitul urmator. Daca e 0 atunci se decide ca anterior a fost transmis
s1, dar cu intarziere. Daca e 1, secventa devine 011 si mai trebuie asteptat. Se folosesc coduri
instantanee din motive de viteza.

Se defineste lungimea medie a unui cuvant de cod:

N
1=> p(si)l; (4.1)
=1

unde [; reprezinta lungimea (numarul de simboluri) cuvantului de cod corespunzator simbolului
s;. Se poate demonstra ca lungimea uni cuvant de cod este:
- H(S
l= 7( ) (4.2)
H(X)

Dupa cum am precizat, scopul codarii este de a reduce redundanta, sau echivalent, de a
maximiza entropia sursei secundare. Aceasta isi atinge valoarea maxima pentru probabilitati
egale si este:

Hyppoz(X) =log D

In acest caz lungimea medie devine minima:

L HE) _HES)
T Hnaz(X)  log D

(4.3)

Altfel spus un cod bun este acela care minimizeaza lungimea medie.
Se defineste eficienta codului ca fiind raportul intre lungimea medie minima a codului si
lungimea medie a unui cuvant de cod.

lmin

Un cod se numeste absolut optimal daca are eficienta egala cu unitatea sau, altfel spus,

un cod pentru care lungimea medie este minima si deci entrpoia sursei a devenit maxima.

Un cod optimal este cel care pentru care se obtine cea mai mica lungime medie posibila.
Trebuie precizat ca absolut optimalitatea este data de setul de probabilitati ale sursei si nu de
cod. Adica exista seturi de probabilitati pentru care nu exista cod absolut optimal.

In practica se cauta coduri optimale; acestea, in anumite situatii particulare, devin absolut
optimale. Un procedeu de codare optimald este data de Huffman in codul care-i poarta numele.
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Codul Huffman devine absolut optimal daca setul de probabilitati al sursei primare contine
numai valori de tipul D%, cu k € N
Se poate demonstra ca un cod ireductibil indeplineste inegalitatea Kraft-McMillan:

D7lig1 (4.5)
i=1
Se poate arata (vezi problema rezolvata 3) ca un cod optimal trebuie sa indeplineasca relatia:

N-D
D-1

€N (4.6)

4.1 Probleme rezolvate

1. Bl O sursa S genereaza 6 simboluri, de probabilitati descrise de wvectorul P =
[0.3;0.25;0.2;0.1;0.1;0.05].  Sursa este codata optimal, simbol cu simbol, cu cuvinte de
cod generate cu simboluri dintr-un alfabet ternar. Sd se calculeze cuvintele de cod, ar-

borele de codare si eficienta codarii.

Rezolvare: Codarea optimalad a unei surse se realizeaza conform algoritmului Huffman.
Se stie ca numarul de simboluri ale sursei ce se codeaza trebuie sa indeplineasca relatia
(#Q); in acest caz, N =6, D = 3 si deci

N-D 6-3 3

= =—-¢N
D-1 3—-1 2¢

Completarea se face adaugand sursei simboluri de probabilitate nula; in acest caz, cu un
singur astfel de simbol adaugat obtinem N =7 si
N-D 7-3 4

- —eN
D-1 3-1 2°

Entropia sursei extinse S este data de:

7
H(S) == p(si)logp(si)
i=1
= —(0.31log 0.3 4+ 0.2510g 0.25 + 0.210g 0.2 + 2 - 0.110g 0.1) —

—0.0510g 0.05 — 0log 0 = 2.366 bit/simbol

Atunci, conform (43]), lungimea medie minima a unui cuvant de cod este:

; H(S)  2.366

e = = 1.493
T log D log3

Codarea Huffman este realizata conform tabelului .11
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Sursa p(s;i) | Cod | Sursa | p(rj) | Cod | Sursa | p(rj;) | Cod
primara redusa redusa

791 0.45 0
S1 0.3 11 0.3 792 0.3 1
S92 0.25 12 0.25 23 0.25 2
S3 0.2 13 0.2 00
T14 0.15 01
S4 0.1 15 0.1 02
S5 0.1 010
S6 0.05 011
S7 0 012

Tabela 4.1: Codare Huffman

Cuvintele de cod sunt grupate in tabelul [£2} pe baza lor putem calcula lungimea medie a
cuvintelor de cod:

7
1= lip(s)=1-03+1-025+2-0242-01+3-0.1+3-0.05+3-0=16
=1

Eficienta codarii este atunci:

Imin ~ 1.493
=7 =76 = 0.933
Sursa p(s;) | Cod | Lungime
primara
S1 0.3 1 1
S2 0.25 | 2 1
83 0.2 00 2
Sq 0.1 02 2
S5 0.1 010 3
S6 0.05 | 011 3
s7 0 012 3

Tabela 4.2: Coduri asociate simbolurilor sursei si lungimile lor

2. [ Un cod are 2 cuvinte de lungime 1, 2 cuvinte de lungime 2, 2 cuvinte de lungime 3,

3 cuvinte de lungime 4 st un cuvant de lungime 5 si este construit cu simboluri dintr-un
alfabet cu D = 3. Sa se studieze proprietdtile de ireductibilitate ale codulus.
Rezolvare: Din definitiile notiunilor fundamentale de ireductibilitate si prefix, putem
sintetiza urmatoarele: un cod este ireductibil daca are proprietatea de prefix, adica nici
un cuvant al codului nu este prefix pentru un alt cuvant al codului. Acesta Inseamna, pe
de o parte satisfacerea inegalitatii McMillan (43]), iar din punctul de vedere a construirii
arborelui de codare, fiecare cuvant de cod trebuie sa fie nod terminal (frunza).
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Figura 4.1: Arbore de codare. COd reductibil (a) si cod ireductibil (b)

Verificarea inegalitatii (4.5]) in conditiile date (D =3, N =10,1=[1,1,2,2,3,3,4,4,4,5])
conduce la:
2.37142.3242.334+3.3441.3%=1437">1

Inegalitatea (3] nu este verificata, si deci codul nu este ireductibil. Acelasi lucru poate
fi constatat si pe arborele de codare (prezentat in figura [L.1]): arborele este ternar (fiecare
nod, cu exceptia nodurilor terminale, are trei descendenti) iar satisfacerea proprietatii
de prefix inseamna ca fiecare cuvant (nod terminal) nu provinde din alt cuvant. Pentru
datele problemei aceasta nu este posibila: cuvantul de lungime 5 nu poate fi construit
decat dintr-un alt cuvant de cod (altfel spus, in arborele de codare nu mai exista nici o
pozitie libera de la care sa se construiasca cuvinte noi); corectarea acestei situatii se poate
face prin transformarea unui cuvant de lungime 4 in lungime 5.

3. [B] Sa se demonstreze formula (7-0) prin care se verifica necesitatea extinderii sursei de

codat cu simboluri de probabilitate nula.

Rezolvare: Principiul codarii Huffman cu D simboluri in alfabetul codului este reducerea
iterativa a sursei primare, prin gruparea ultimelor D simboluri (cele mai putin probabile).
Aceste ultime D simboluri se inlocuiesc (in sursa redusid) cu un unic simbol; astfel, prima
sursa redusa are deci un numar de N — D + 1 simboluri; a doua sursa redusa are deci
(N —D+1)— D + 1 simboluri, s.a.m.d. Prin inductie matematica se poate demonstra
cu usurinta ca dupa k pasi de reducere, sursa redusa de ordinmul £ are un numar de
N — k(D — 1) simboluri.
Ultima sursa redusa trebuie sa aiba exact D simboluri (fiecarui simbol alocandu-i-se un
simbol din alfabetul codului); atunci, dacd numarul de pasi de reducere necesari este n,
obtinem relatia necesara
N-n(D-1)=D

de unde rezulta ca N-D

"TD-1
Dar n este un numar natural (este numarul de etape de reducere), si deci este evident ca
trebuie satisfacuta conditia (L0, deci
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4.2 Probleme propuse

1. [2] O sursa de informatie S1 genereaza in mod independent 6 simboluri, ale caror proba-

bilitati sunt descrise de vectorul P1, iar o sursa de informatie 52 genereaza in mod inde-
pendent 7 simboluri, ale caror probabilitati sunt descrise de vectorul P2. a) Sa se codeze
simbolurile surselor prin cuvinte compuse din simboluri ale alfabetului X = {0, 1, 2}, astfel
incat eficienta codarii sa fie maxima. b) Sa se realizeze codarea Huffman binara a sim-
bolurilor surselor S1 si S2. ¢) Sa se calculeze gi sa se compare lungimile medii, eficienta si
arborii de codare pentru codarile realizate la a) si b).

(a) P1=1[0.2;0.05;0.25;0.21;0.25; 0.04]; P2 = [0.03;0.32;0.26;0.1;0.1;0.03; 0.16]
(b) P1 =1[0.1;0.01;0.26;0.14; 0.13;0.27]; P2 = [0.01;0.2;0.2; 0.2; 0.01; 0.01; 0.37]
) P1=10.01;0.3;0.3;0.32;0.04; 0.03]; P2 = [0.22;0.22;0.1;0.06;0.16; 0.06; 0.18]

(c
(d) P1=[0.17;0.18;0.13; 0.15; 0.15; 0.22]; P2 = [0.05;0.05; 0.05; 0.05; 0.5; 0.15; 0.15]
)

(e) P1=1[0.3;0.1;0.1;0.13;0.17; 0.2); P2 = [0.07;0.25; 0.08; 0.12; 0.18; 0.05; 0.25]

(f) P1 =1[0.25;0.15;0.25;0.07;0.12;0.16); P2 = [0.1;0.1;0.1;0.1; 0.1; 0.25; 0.25]

(g) P1=1[0.18;0.11;0.1;0.06; 0.23; 0.32]; P2 = [0.05;0.4; 0.1;0.1;0.03; 0.08; 0.24]

(h) P1 =[0.04;0.16;0.14; 0.28;0.22; 0.16]; P2 = [0.16; 0.18;0.16; 0.17; 0.15; 0.14; 0.04]
(i) P1=[0.26;0.18;0.24;0.04; 0.08;0.2]; P2 = [0.2;0.2;0.16;0.14; 0.03; 0.16; 0.11]

(j) P1=1[0.14;0.1;0.3;0.01;0.43; 0.02]; P2 = [0.15;0.15;0.1; 0.15; 0.15; 0.2; 0.1]

(k

1

—~

)
)
)
) P1 =[0.23;0.05;0.25;0.15;0.15; 0.17]; P2 = [0.03;0.07; 0.17;0.15; 0.25; 0.07; 0.26]
(m) P1 = [0.05;0.15;0.23;0.16;0.26; 0.15]; P2 = [0.15;0.15; 0.08;0.11;0.5; 0.2; 0.16]
(n) P1 = [0.05;0.4;0.16;0.05;0.24;0.1]; P2 = [0.14;0.39;0.1;0.01; 0.25; 0.03; 0.08]
(o) P1=1[0.2;0.18;0.38;0.05;0.07; 0.12]; P2 = [0.2;0.15;0.07;0.22; 0.1; 0.18; 0.08]
) P1 =1[0.2;0.03;0.21;0.2; 0.26; 0.1]; P2 = [0.15;0.22;0.08; 0.2; 0.23; 0.06; 0.06]
) P1=0.1;0.05;0.2;0.14;0.07; 0.44]; P2 = [0.14;0.14; 0.14; 0.14; 0.14; 0.14; 0.02]
) P1 =[0.15;0.09;0.12;0.22;0.25; 0.17]; P2 = [0.1;0.1;0.2; 0.2; 0.05; 0.05; 0.3]
) P1=0.15;0.1;0.2;0.16;0.16; 0.23]; P2 = [0.01;0.01;0.01;0.07; 0.3; 0.3; 0.3]
) P1 =[0.3;0.26;0.08;0.16;0.15; 0.05); P2 = [0.25;0.2;0.05;0.125; 0.125; 0.125; 0.125]
)

P1 = [0.05;0.38;0.05; 0.25; 0.24; 0.03]; P2 = [0.1;0.3;0.02;0.08; 0.05; 0.05; 0.4]
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P1 = [0.22;0.29;0.07;0.05; 0.1; 0.27]; P2 = [0.25;0.1;0.11;0.13;0.16;0.1; 0.15]
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2. O sursa genereazd in mod independent simbolurile s; gi s3. Sa se construiascd sursele

extinse de ordinele 2 si 3 si sa se codeze optim acestea cu un alfabet binar; sa se calculeze
cresterea de eficacitate obtinuta prin extensia sursei primare, daca: 1) p(s;) = 0.01 2)
p(s1) =0.02 3) p(s1) = 0.03 4) p(s1) =0.04 5) p(s1) = 0.056) p(s1) =0.06 7) p(s1) = 0.07

8) p(s1) = 0.08 9) p(s1) = 0.1 10) p(s1) = 0.12 11) p(s1) = 0.15 12) p(s1) = 0.2 13)
p(s1) = 0.22 14) p(s1) = 0.25 15) p(s1) = 0.27 16) p(s1) = 0.3 17) p(s1) = 0.33 18)
p(s1) = 0.35 19) p(s1) = 0.37 20) p(s1) = 0.40 21) p(s1) = 0.42 22) p(s1) = 0.45 23)
p(s1) = 0.47 24) p(s1) = 0.48 25) p(s1) = 0.49.
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3. O sursa genereaza in mod independent simbolurile s1, ss gi s3. Sa se construiasca sursa

extinsa de ordinul 2 si sd se codeze optim cu un alfabet binar, respectiv ternar; sa se

calculeze cregterea de eficacitate obtinuta prin extensia sursei primare, dacé:

(a) p(s1)
(b) p(s1)
(c) p(s1)
(d) p(s1)
(e) p(s1)
(f) p(s1)
(g) p(s1)
(h) p(s1)
(i) p(s1)
() p(s1)
(k) p(s1)
1) p(s1)
(m) p(s1)
(n) p(s1)
(o) p(s1)
(p) p(s1)
(@) p(s1)
(r) p(s1)
(s) )p(s1)
(t) p
(w) p
(v) p(s1
(w) p
(x) p
() p

S © 2 0 2 2 9 S 9 9 9 9 O S o o o O

Ip(s2) =0.1
,p(s2) =0.2
1,p(s2) = 0.3
1,p(s2) = 0.5
1,p(s2) = 0.6
2,p(s2) =0.2
2,p(s2) =0.3
2,p(s2) =0.5
2,p(s2) = 0.7
3,p(s2) =0.1
3,p(s2) = 0.25
3,p(s2) =0.4
3,p(s2) =0.5
5,p(s2) =0.1
5,p(s2) =0.3
5,p(s2) =0.4
8,p(s2) =0.1
7,p(s2) = 0.2
0.6,p(s2) =0.3
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Indicatie: Sursa extinsa de ordinul 2 presupune crearea simbolurilor extinse: se; = s151,

Sey = S189, S€3 = S183, S€4 = S9S1, S€5 = S9S82, S€g = S983, S€7 = S3S1, S€g = S3S2, S€g =

s3s3. Probabilitatile simbolurilor sursei extinse se obtin prin inmultirea probabilitatilor

sursei primare (este o sursa fara memorie). Aceasta sursa se codeaza ca orice sursa cu

9 simboluri. Eficienta codarii unei surse extinse va fi intotdeauna mai mare (sau macar

egald) decat codarea sursei primare. Egalitatea se obtine, de pilda, pentru o eficienta egala

1 a sursei primare.
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10.

. Sa se estimeze lungimea maxima a cuvintelor de cod generate printr-o codare optimala

(dupa un alfabet cu D litere) a unei surse de informatie cu N simboluri. S& se verifice
daca este posibila o codare (neoptimala), dar care sa aiba o lungime maxima a cuvintelor
de cod mai mica decat cea determinata anterior.

[8] Tastatura unui terminal telefonic fara fir are 12 taste: cifrele si tastele de control # si
*. Probabilitatea de actionare a tastelor este aceeasi, cu exceptia tastelor 0, 6, si 7, care
se folosesc de doua ori mai des, si a tastelor de control, care se folosesc de doud ori mai
rar. Daca transmisia codurilor asociate tastelor se face pe un canal binar, sa se codeze
actiunile de apasare a tastelor optimal gi dupa un cod ZCB (Zecimal Codificat Binar) si
sa se calculeze parametrii codurilor obtinute.

. [8] Tastatura unui terminal telefonic fara fir are 12 taste: cifrele si tastele de control #

si *. Probabilitatea de actionare a tastelor este aceeasi, cu exceptia tastelor 0, si 5, care
se folosesc de trei ori mai des, a tastelor 9, 6 gi 7 care se folosesc de doua ori mai des, si
a tastelor de control, care se folosesc de doua ori mai rar. Transmisia codurilor asociate
tastelor se face prin asocierea de frecvente. Sa se codeze optimal actiunile de apasare a
tastelor si sa se calculeze parametrii codurilor pentru folosirea a trei, si respectiv patru
frecvente.

. [8] Un program scris pentru un micro-controler este compus din cuvinte de 4 biti (nibble).

Pentru reducerea spatiului de stocare (si pentru secretizare), programul este codat optimal
cu doua simboluri. Sa se genereze cuvintele de cod si sa se calculeze parametrii codului,
stiind ca probabilitatile de aparitie a cuvintelor din program sunt egale, cu exceptia cu-
vintelor OH si FH ce au o probabilitate de patru ori mai mare, si a cuvintelor 1H, 2H si
3H, ce au o probabilitate de trei ori mai mica.

[2] Se considera sursa de informatie text scris cu litere mari intr-o limba latina, fara
semne diacritice, fara punctuatie, incluzand spatiul. Dandu-se probabilitatile de aparitie
a diferitelor litere, sa se genereze codul optimal corespunzator si sa se calculeze parametrii
acestuia, pentru alfabete de cod cu 2, respectiv 4 simboluri. Probabilitatile de aparitie a
diferitelor litere sunt, pentru limba roméana: p(A) =, p(B) =, p(C) =, p(D) =, p(E) =,
p(F) =, p(G) =, p(H) =, p(I) =, p(J) =, p(K) =, p(L) =, p(M) =, p(N) =, p(O) =,
p(P) =, p(Q) =, p(R) =, p(S) =, p(T) =, pU) =, p(V) =, p(W) =, p(X) =, p(Y)
p(Z) =, p(spatiu) =

[8] Tastatura terminalului unui programator de microcontroler are 10 taste: cifrele octale
(in baza opt) si tastele de control OK i C. Probabilitatea de actionare a tastelor este
aceeasi, cu exceptia tastelor 0, 1, si 7, care se folosesc de doua ori mai des, si a tastelor de
control (OK si C), care se folosesc de doua ori mai rar. Daca transmisia codurilor asociate
tastelor se face pe un canal binar, sa se codeze actiunile de apasare a tastelor optimal si
dupa un cod ZCB (Zecimal Codificat Binar) si s se calculeze parametrii codurilor obtinute.

[8] O sursa ce emite N simboluri este codata absolut optimal, astfel incat lungimea maxima
a cuvintelor de cod obtinute este l.x. Sa se deduca distributia lungimilor cuvintelor de
cod (deci cate cuvinte au lungimea 1, 2, ..., ljax). Particularizati pentru N =8, D = 2 si

lmax =4.
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